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АЛГОРИТМ РАСЧЕТА ПОВЕРХНОСТНОГО НАТЯЖЕНИЯ РАСПЛАВОВ ПО 
ФОРМЕ  НЕПОДВИЖНОЙ КАПЛИ 
 
Разработан и реализован  алгоритм расчета поверхностного натяжения 
высокотемпературных расплавов, который позволяет автоматизировать этот 
процесс и свести к минимуму ошибки, которые могут быть допущены 
экспериментатором в процессе вычислений. 
 
Из имеющихся способов определения поверхностного натяжения для измерений при 
высоких температурах обычно используют статические способы, из которых особенно широкое 
распространение получили: метод максимального давления при образовании пузырька, метод 
отрыва кольца и метод неподвижной капли. Последний особенно удобен в экспериментальном 
осуществлении для измерения поверхностного натяжения весьма вязких жидкостей, а также 
расплавов, обладающих высокой химической активностью[1,2].  
Расчет поверхностного натяжения, как известно, связан с решением основного уравнения 
поверхности капли:  
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где  σ     –  поверхностное натяжение на границе раздела фаз; 
R1 и R2 – главные радиусы кривизны элемента поверхности в рассматриваемой  точке;  
R0 – радиус кривизны в вершине капли; 
ρ2 – плотность среды, в которой находится капля;   
ρ1 –  плотность среды, образующей каплю; 
g – ускорение силы тяжести; 
x- координата точки на поверхности капли по вертикальной оси. 
К сожалению, непосредственное измерение кривизны поверхности затруднительно. 
Поэтому измеряют координаты точек поверхности капли. Т.к. последняя  является 
симметричной относительно оси х, то достаточно определить лишь координаты точек плоской 
кривой, которая является меридиональным сечением поверхности. Если по координатам точек 
составлено уравнение кривой )(yx  ,  то для любой ее точки радиусы кривизны выразятся: 
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 . Подставим выражения R1 и R2 в основное 
уравнение поверхности, получаем дифференциальное уравнение, которое в общем виде 
аналитически не  проинтегрировано.                                         
В методе неподвижной капли ее фотографируют или проецируют  на экран с 
последующей ручной обработкой изображения. Измеряемой величиной при этом являются L 
(максимальный радиус капли) и h - (высота экваториального сечения до ее вершины) [3].  На 
основе этих измерений рядом авторов предложено несколько частных решений 
дифференциального уравнения, большинство из которых имеет ограниченное применение.  
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Рис. 1 -  Профиль неподвижной капли  
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Многие из них были получены на основании предположения, что капля весьма большая. 
Поэтому для капель средних размеров их применять нельзя [4-5].  Пятизначные таблицы 
Башфорта и Адамса (Б.и А.) применяются для капель с соотношением L/h<2,1.Эти таблицы 
вначале не применяли, повидимому из-за их несколько неудобной формы, сейчас они 
превратились в библиографическую редкость. Портер предложил формулу и график 
поправок   в функции от h/L, cоставленный на основе таблиц Б. и А.  для средних и на основе 
приближенных формул для больших капель. Дорсеем был предложен новый способ обмера 
капель и эмпирическая формула для расчетов, основанная на данных таблиц Б. и А. для случая, 
когда 045  [6].  
 Неудобства, связанные с табличным описанием функции привели   С.И. Попеля и др.  к 
графическому интегрированию  уравнения (1).  Изложенная ими методика применима к каплям 
произвольных размеров [7-8]. Построение графиков для расчета σ является весьма трудоемким 
процессом, а внести  какие-либо изменения к уже опубликованным  С.И.Попелем и др. 
графикам не представляется возможным. К тому же раньше точность метода определялась    
точностью измерительного инструмента. 
 С целью повышения надежности, точности, исключения погрешности экспериментатора, 
мы поставили перед собой задачу перевести этот метод на машинный уровень, разработав 
программу, которая по заданным начальным условиям производит расчет величины 
поверхностного натяжения, с такой 
степенью точности, которая нам 
необходима. Реализация поставленной 
перед нами математической задачи и 
разработка сопутствующих элементов, 
поддерживающих ее решение, были 
выполнены в системе визуального 
программирования Delphi.    
Cхема капли и выбор системы 
координат показан на рис.1. Ось Оy 
направляется перпендикулярно силе 
тяжести, ось Оx – вдоль направления ее 
действия, начало координат либо 
совпадает с вершиной капли, либо отвечает 
нулевому гидростатическому давлению. Так как поверхность капли является симметричной 
относительно оси Х, то ее можно получить вращением кривой ОМN (рис.1) вокруг этой оси. 
Известно, что на поверхности вращения один радиус главной кривизны в любой точке 
совпадает с радиусом кривизны меридиана 
(R1), а второй равен отрезку нормали 
между точкой поверхности и осью 
вращения. Эти свойства используют при 
графическом интегрировании уравнения 
(1). 
Метод решения состоит в том, что 
сначала для определенного, произвольно 
заданного значения /d  (здесь и в 
дальнейшем для краткости   g21    
обозначено d ) приближенно строят 
меридиональные кривые капель различной 
величины и находят для них соотношение 
между h и L. Затем, аналогичную 
зависимость устанавливают  для другого 
отношения /d , третьего и т.д. Имея 
такие закономерности  можно решить и 
обратную задачу, а именно для данных h и 
Рис. 2 -  Контур меридиональной кривой 
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L определить /d ,и следовательно, по известному d  найти σ. 
Построение проводится следующим образом: задаются произвольным значением R0, и 
его отклоняем  на заданный угол α1=Δα из        точки О.  Получаем т.В (рис.2). Находим 
ординату y1 т.В из прямоугольного треугольника ВХ1О.  
y1=BO·sinα1, где ВО = R1= R0 
По  координате т.О (y0=0, x0=R0), длине ВО и координате y1 т.В, находим координату x1 
т.В. x1= x0 - 210
2
1 )( yyR  . 
Найденную ординату х1 т.В, а также произвольно выбранное значение  /d и R1= R0 
подставляем в уравнение (1) и вычисляем R2 в т.В. Следующие операции  выполняют в цикле, 
пока угол α не будет равен 2/ . Отклоняем угол на Δα, получаем угол α2= α1+Δα и получаем 
некоторую точку С1. Находим ее координаты следующим образом. Поднимаем перпендикуляр 
на прямую X2С1. Координата y2 = X2М + МС1. Отрезок МС1 находим из  прямоугольного 
треугольника С1МО1, где С1О1=R2. МС1= R2·sinα2. Отрезок X2М равен абсциссе т.O1. Найдем 
координаты  т.О1, которая делит отрезок ВО в заданном отношении 
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кривизны R1' ( отрезок CL). По двум точкам О1и С1 составим уравнение прямой и найдем 
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2
2 )0()( YXX L  . Найденную ординату х2 т.С1 и радиус кривизны R1' подставляем в 
уравнение (1) и вычисляем R2
' и т.д. 
Получаем точку Сn, лежащую на экваторе капли. Чем меньше задан угол поворота 
радиуса, тем точнее составленная по ним кривая воспроизводит действительный контур 
меридиональной кривой. Угол можно задать в сотые доли градуса. Повторяя построения для 
различных R0, но для принятого  /d  получают ряд точек Сni. Откладывают в 
прямоугольной системе их координаты( Li и hi) и соединяют их плавной кривой (рис.3.).  
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Рис. 3 – Кривая составленная из точек Сni. 
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Последняя является геометрическим местом точек, удовлетворяющих условию: 
/d =const. Достаточно малый шаг для начального радиуса 0 oR позволяет построить 
эту кривую  из бесконечно малых отрезков, что гарантирует точность построения. Затем 
производят аналогичные построения для другого значения /d , для третьего и т.д. в 
результате этого получают семейство кривых, представленное на рис.4. На графиках 
предложенных С.И. Попелем и др. шаг для /d  задавали 0,5-1. Возможности нашего 
метода позволяют значительно расширить уже имеющиеся графики для  расчета 
поверхностного натяжения, уменьшив шаг.  
Расчеты по графикам (обратная задача) просты и наглядны, а возможности 
масштабирования в Delphi позволяют приблизить отрезки графиков настолько  насколько это 
необходимо. В этом заключается удобство вычислений по ним. Однако экспериментатору на 
этом этапе работы приходится  эти вычисления производить вручную. Это не экономит его 
времени и при этом существует вероятность того, что он может допустить ошибку. 
Автоматизировать этот этап работы можно  способом, который описан ниже. 
Все значения h, L и соответствующего им /d хранятся в базе данных. Можно решить 
обратную задачу просто как поиск в базе данных и возвращение найденного значения. Однако 
существует и вероятность того, что решая обратную задачу таким способом, для введенных 
пользователем значений h и L соответствующего им значения /d  не будет. В этом случае 
расчет может быть выполнен только по графикам. Применяем метод интерполяции, который 
позволяет восстанавливать значение функции в промежуточной   точке по известным ее 
значениям в соседних точках [9].  Это позволит нам  рассчитывать значение /d для любых 
значений h и L. 
Поскольку значения высоты и радиуса получены расчетным путем и точного шага  нет, 
применяли  интерполяционную формулу Ньютона для неравноотстоящих значений аргумента: 
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где  y = P(x) – полином n-ой степени; 
       ],,[ 10 nxxx   - разделенная разность (n +1) порядка. 
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Рис. 4  – Кривые для расчета поверхностного  натяжения по форме неподвижной капли 
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Алгоритм поиска /d  для заданных значений hk и Lk, заключается в следующем: 
 
1. Для заданного значения Lk приближенно вычисляем, применяя полином Ньютона (2), 
значение hi, где i=1,n вначале для первого значения /d ( узлами интерполяции являются 
все соотношения h  и L  для данного значения /d ), затем для второго значения /d и 
т.д.; 
2. На основании полученных  узлов интерполяции h1…hn  и  соответствующих им значений 
/d 1… /d n, составляем  интерполяционный полином Ньютона по формуле (2), и по 
нему  находим    для  заданного hk cоответсвующее ему значение /d k. 
 
Значения поверхностного натяжения, рассчитанные по предложенной методике  
полностью  совпадают с таковыми, вычисленными вручную по обычной методике (по 
графикам Попеля и др.).  Случайная погрешность измерений не превышает %5,0 . 
Систематическая ошибка составляет %1 . 
 
Выводы 
 
1. Предложенная эффективная методика расчета поверхностного натяжения расплавов 
по форме капли позволяет  значительно повысить точность и надежность получаемых 
результатов,  облегчить труд экспериментатора за счет применения современных 
ПЭВМ и средств разработки прикладных программ. 
2. В перспективе, чтобы избежать ряда трудностей и неточностей при определении 
положения максимального диаметра на фронтальной проекции и высоты над ним, 
необходимо разработать алгоритм автоматического расчета этих величин и 
реализовать в среде визуального программирования Delphi. Получить изображение 
капли для дальнейшей обработки на ПЭВМ можно с помощью цифровой фотокамеры 
[10].  
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